






















(Rev. int. métodos numér. cálc. diseño ing. 2016;32(1):13–21
www.elsev ier .es / r imni
Revista  Internacional  de  Métodos  Numéricos  para
Cálculo  y  Diseño  en  Ingeniería
valiac¸ão  do  comportamento  inelástico  de  colunas  e  pórticos
etálicos  com  ﬂexão  em  torno  do  eixo  de  menor  inércia
.A.  Gonc¸ alves ∗,  A.R.D.  Silva  e  R.A.M.  Silveira
epartamento de Engenharia Civil, Universidade Federal de Ouro Preto, Escola de Minas, Ouro Preto, MG, Brasil
nformação  sobre  o  artigo
istorial do artigo:
ecebido a 20 de março de 2014
ceite a 7 de julho de 2014
n-line a 24 de março de 2015
alavras-chave:
nálise inelástica
étodo dos elementos ﬁnitos
étodo da rótula plástica reﬁnado
ódulo tangente
ixo de menor inércia
r  e  s  u  m  o
Este  trabalho  tem  como  objetivo  avaliar  o comportamento  inelástico  de  sistemas  estruturais  metálicos
submetidos  à  ﬂexão  em  torno  do eixo  de  menor  inércia.  Consideram-se  sec¸ ões  transversais  compactas
do  tipo  I. Nessas  sec¸ ões,  a ﬂexão  em  torno  do eixo  mais fraco  apresenta  benefícios  importantes  como
a  capacidade  de  desenvolver  toda  resistência  plástica  sem  ocorrência  de  ﬂambagem  lateral  por  torc¸ ão.
Adota-se  uma  formulac¸ ão  de elementos  ﬁnitos  reticulados  planos,  na  qual  o  processo  de  plastiﬁcac¸ ão do
ac¸o é acompanhado  através  do  método  da rótula  plástica  reﬁnado.  Nesse  método,  os  efeitos  decorrentes
do  escoamento  do material  são capturados  através  de  um  parâmetro  que  reduz  a rigidez  do  membro
estrutural  em  func¸ ão  do desenvolvimento  de  regiões  plásticas.  Emprega-se  ainda  nesse  método  o módulo
tangente  para  considerar  a degradac¸ ão da  rigidez  em  func¸ ão  das  forc¸ as internas.  Efeitos  de  segunda  ordem,
tensões  residuais  e imperfeic¸ ões  geométricas  também  são  considerados  nas  análises.  Como  critério  para
deﬁnir  o  estado  limite  último  de  resistência  da sec¸ ão transversal  adotam-se  superfícies  de  plastiﬁcac¸ ão
que descrevem  a interac¸ ão entre  esforc¸ o  normal  e momento  ﬂetor.  Para  soluc¸ ão  das  equac¸ ões  não  lineares
de  equilíbrio  estrutural  usa-se  o  método  de  Newton-Raphson  acoplado  a estratégias  de  continuac¸ ão.
Colunas  isoladas  e pórticos  planos  são analisados  e os  resultados  obtidos  são  comparados  aos encontrados
por  outros  pesquisadores.  Essas  comparac¸ ões  permitem  concluir  que  as  técnicas  usadas  neste  trabalho
são  eﬁcazes  e necessárias  para  uma  melhor  previsão  do  comportamento  das  estruturas  com  membros
submetidos  à  ﬂexão  em  torno  do  eixo  de  menor  inércia.
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Evaluation  of  the  inelastic  behavior  of  steel  columns  and  frames  subjected
to  minor-axis  bending
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bending.  Proﬁles  type  I and  compact  cross-sections  are  considered.  In  these  sections,  the  bent  about  weak
axis presents  important  beneﬁts,  such  as the  ability  to  develop  all of  their  plastic  resistance  without  the
occurrence  of lateral  torsional  buckling.  A  nonlinear  beam-column  element  formulation  is  adopted,  in
which the  steel  yielding  process  is  accounted  by the  reﬁned  plastic-hinge  method.  In  this  method  the
effects  of  material  yielding  are  captured  by a parameter  that  reduces  the  structural  member  stiffness
cross-section  plastic  regions.  The  tangent  modulus  approach  is used  to  considerwith  the  development  of 
the  stiffness  degradation  caused  by  the  increase  in internal  forces.  Second–order  effects,  residual  stresses
and geometric  imperfections  are also  considered  in  analysis.  To  deﬁne  the  cross-section  strength  ultimate
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limit  state,  the  study  adopts  strength  surfaces  that  describe  the interaction  between  internal  forces  —
axial  force  and  bending  moment.  The  nonlinear  equations  at  the  structural  system  level  are  solved  using
the Newton-Raphson  iterative  strategy  coupled  with  path-following  methods.  Isolated  steel  columns  and
portal  frames  are  analyzed,  and  the results  obtained  are  compared  to those  of other  investigators.  The
comparison  shows  that  the  numerical  methodology  presented  in this  work  is  effective  and  can  be  used




















































ao eixo de menor inércia essas equac¸ ões são dadas por:[ ]©  2014  CIMNE  (Universita
access article  under  
. Introduc¸ ão
Para melhor prever o comportamento de uma  estrutura de ac¸ o,
s efeitos da inelasticidade do material, de segunda ordem e tensões
esiduais devem ser considerados. Devido a isso, a análise inelástica
vanc¸ ada, na qual esses efeitos são avaliados, vem sendo tema de
uitos estudos nos últimos anos [1–6].
No contexto do método dos elementos ﬁnitos ressaltam-se
 métodos de análise inelástica avanc¸ ada: zona plástica e rótula
lástica reﬁnado. No método da zona plástica [1,2] a sec¸ ão trans-
ersal de cada elemento ﬁnito é discretizada em ﬁbras. Efeitos de
egunda ordem e tensões residuais podem ser considerados dire-
amente na análise. Além disso, o estado de tensão pode ser obtido
m cada ﬁbra, o que possibilita o acompanhamento gradual do
scoamento na sec¸ ão transversal. Devido à eﬁcácia desse método,
uas soluc¸ ões são tratadas como «exatas»  na literatura [7]. Porém,
 método da zona plástica não é usado rotineiramente nos escritó-
ios de engenharia, pois requer um intenso esforc¸ o computacional.
or isso sua aplicac¸ ão é mais restrita à simulac¸ ão de estruturas
imples, que servirão de comparac¸ ão e/ou calibrac¸ ão para o desen-
olvimento de outros modelos e formulac¸ ões.
No método da rótula plástica reﬁnado [3,4], a considerac¸ ão da
lastiﬁcac¸ ão do material é concentrada nos pontos nodais de cada
lemento ﬁnito. Nesses nós pode ocorrer formac¸ ão de rótulas plás-
icas, caracterizando assim uma  sec¸ ão totalmente plastiﬁcada. Esse
étodo é mais eﬁciente computacionalmente e captura de maneira
proximada o avanc¸ o da plastiﬁcac¸ ão nas sec¸ ões do elemento antes
a formac¸ ão da rótula plástica.
O objetivo deste artigo é possibilitar, através do método da
ótula plástica reﬁnado, uma  modelagem adequada do comporta-
ento inelástico de colunas de ac¸ o com sec¸ ões compactas do tipo I,
ubmetidas à ﬂexão em torno do eixo de menor inércia. Embora
ão seja usual, colunas com ﬂexão em torno desse eixo apresentam
enefícios importantes como a capacidade de desenvolver toda a
ua resistência plástica sem a ocorrência da ﬂambagem lateral por
orc¸ ão [8,9]. Além disso, para perﬁs de abas largas, o fator de forma
 aproximadamente 35% maior que o referente ao eixo de maior
nércia [10]. Ressalta-se ainda que a ﬂexão em torno do eixo mais
raco não é alvo de muitos estudos e uma  análise inelástica nessa
ituac¸ ão requer técnicas adequadas. Este trabalho vem contribuir
xatamente com o estudo de tais técnicas.
Para atender ao objetivo proposto, foi implementado no sis-
ema computacional Computational System for Advanced Structural
nalysis (CS-ASA) [11] a equac¸ ão para o módulo tangente sugerida
or Ziemian e McGuire [5]. Nessa equac¸ ão a degradac¸ ão da rigi-
ez da sec¸ ão varia em func¸ ão do esforc¸ o normal e do momento
etor em torno do eixo de menor inércia. Também empregam-se
uperfícies de resistência [9,12,13] que avaliam de maneira ade-
uada a interac¸ ão entre esforc¸ o normal e momento ﬂetor no eixo
e menor inércia. A validac¸ ão dessas estratégias é feita com a aná-
ise de colunas isoladas e pórticos com membros ﬂetidos em torno
o eixo de menor inércia. Os resultados obtidos são comparados
om soluc¸ ões analíticas ou soluc¸ ões numéricas encontradas com método da zona plástica. Neste trabalho, os efeitos de segunda
rdem são simulados através de equac¸ ões desacopladas de rigidezitècnica  de  Catalunya).  Published  by Elsevier  España,  S.L.U.  This  is  an  open
 BY-NC-ND  license  (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
e a metodologia de soluc¸ ão não linear é baseada no emprego do
método de Newton-Raphson acoplado a estratégias de continuac¸ ão.
2. Método da rótula plástica reﬁnado
O objetivo do método da rótula plástica reﬁnado é capturar
o avanc¸ o da plastiﬁcac¸ ão na sec¸ ão transversal desde o início do
escoamento até sua plastiﬁcac¸ ão total com a formac¸ ão da rótula
plástica. Para atender esse objetivo, o método possui algumas estra-
tégias fundamentais. As equac¸ ões das superfícies de resistência,
por exemplo, são responsáveis por detectar a formac¸ ão das rótulas
plásticas. O módulo de elasticidade tangente, por sua vez, captura
a degradac¸ ão da rigidez da sec¸ ão transversal devido ao esforc¸ o
normal. Destacam-se também as formulac¸ ões adotadas para con-
siderar os efeitos de segunda ordem e as tensões residuais. Todas
essas estratégias são descritas com mais detalhes nas subsec¸ ões
seguintes.
2.1. Superfícies de resistência
No contexto do método da rótula plástica reﬁnado, as superfí-
cies de resistência são responsáveis por deﬁnir o instante em que
ocorre a formac¸ ão da rótula plástica, ou seja, a plastiﬁcac¸ ão total da
sec¸ ão. Essa deﬁnic¸ ão é feita a partir da avaliac¸ ão da interac¸ ão entre
as forc¸ as internas (esforc¸ o normal e momento ﬂetor) nas sec¸ ões
transversais. O comportamento do membro estrutural quando o
momento ﬂetor atua no eixo de menor inércia é ilustrado na
ﬁgura 1a, na qual x indica a deformac¸ ão devido à ﬂexão.
McGuire et al. [13] propuseram uma  superfície válida para perﬁs
padrão americano de peso leve a médio que, particularmente para





9p12 − 4(p2 − 1)
)
/2 (1)
sendo Mpry o momento plástico reduzido e Mpy o momento de
plastiﬁcac¸ ão, ambos em relac¸ ão ao eixo de menor inércia. Nessa
equac¸ ão, p é a relac¸ ão entre o esforc¸ o normal atuante e a forc¸ a
normal de escoamento (p = P/Py).











≥0.4 e Mpry = Mpy para PPy < 0.4 (2)
Já a norma britânica BS 5950 [9] fornece expressões para o
momento plástico reduzido (Mpr) de perﬁs compactos do tipo I ou























McGuire et al. [13]



















































Nas equac¸ ões (3) e (4), A é a área da sec¸ ão do perﬁl, tw é a espes-
ura da alma, tf é a espessura da mesa, Bf é a largura da mesa e D
 a altura da sec¸ ão do perﬁl, como mostrado na ﬁgura 1b. O termo
y é o módulo plástico da sec¸ ão em relac¸ ão ao eixo de menor inér-
ia. Na ﬁgura 1b também são ilustradas as superfícies de resistência
btidas conforme as equac¸ ões apresentadas anteriormente.
.2. Módulo de elasticidade tangente
O módulo de elasticidade tangente captura, de maneira aproxi-
ada, a reduc¸ ão da rigidez da sec¸ ão do elemento devido ao esforc¸ o
ormal. As equac¸ ões de resistência para colunas do AISC [8] deﬁnem
 variac¸ ão do módulo tangente como:
Et
E
= 1.0 para P ≤ 0.39Py e
Et
E







para P > 0.39Py (5)
m que E é o módulo de elasticidade do material, P é o esforc¸ o
ormal atuante, e Py é o esforc¸ o normal de escoamento. Nessas
quac¸ ões estão incluídos os efeitos das imperfeic¸ ões iniciais e tam-
ém das tensões residuais. No entanto, só são válidas para esforc¸ os
ormais de compressão (P < 0). Para esforc¸ os normais de trac¸ ão
P > 0) podem-se utilizar as equac¸ ões de resistência para colunas
ropostas pelo CRC [14], que são dadas por:
Et
E







para P > 0.5Py
(6)Ressalta-se que as equac¸ ões (5) e (6) consideram de forma
mplícita os efeitos das tensões residuais. Ziemian e McGuire [5]
ropuseram uma  modiﬁcac¸ ão nas equac¸ ões propostas pelo CRC
14] na qual o módulo de elasticidade tangente varia em func¸ ão do eixo de menor inércia; b) superfícies de resistência.
do esforc¸ o normal e, também, do momento de ﬂexão em torno do
eixo mais fraco. Nesse caso, tem-se:














Nas equac¸ ões anteriores o termo  é um valor empírico, que
em análises inelásticas de segunda ordem é considerado igual a
0,65 para a ﬂexão em torno do eixo de menor inércia, como propõe
Ziemian e McGuire [5]. Na equac¸ ão (8) My e MPy são o momento
ﬂetor atuante e o momento plástico, ambos em relac¸ ão ao eixo de
menor inércia.
2.3. Tensões residuais
Conforme mencionado na sec¸ ão anterior, os efeitos causados
pelas tensões residuais são considerados de maneira implícita no
cálculo do módulo de elasticidade tangente. Porém, essas ten-
sões também podem ser expressas de forma explícita, seguindo
recomendac¸ ões normativas. O European Convention for Construction
Steelwork (ECCS) [15], por exemplo, considera uma  variac¸ ão linear
da tensão residual na sec¸ ão transversal do perﬁl, como apresen-
tado na ﬁgura 2a, e que seu valor máximo depende da razão entre
a altura e a largura da sec¸ ão. Vale destacar que este trabalho segue
as recomendac¸ ões de [15], porém, considera que os valores máxi-
mos  da tensão residual obedec¸ am as relac¸ ões fr/fy = 0,5 (D/Bf ≤ 1,2)
e fr/fy = 0,3 (D/Bf > 1,2), em que fr é a tensão residual e fy é a tensão
de escoamento [3]. Como será mostrado adiante, a tensão residual
afetará a determinac¸ ão do momento de início de escoamento da
sec¸ ão Mer. A norma AISC [8], por sua vez, recomenda que a ten-
são residual de compressão nas mesas seja tomada igual a 30% da
tensão de escoamento do ac¸ o utilizado.
2.4. Efeitos de segunda ordem
Quando ocorrem grandes deslocamentos, a deﬂexão lateral de
um membro pode levar ao aparecimento de momentos ﬂetores
adicionais devido à presenc¸ a de esforc¸ o normal, que dão origem
aos efeitos de segunda ordem. No presente trabalho, para simular
esses efeitos utilizam-se equac¸ ões desacopladas de rigidez oriun-
das da formulac¸ ão geometricamente não linear proposta por Yang
e Kuo [16]. A utilizac¸ ão dessas equac¸ ões será mostrada na sec¸ ão
seguinte.





























1.2Bf0.5 para D= ≤fyfr 1.2Bf0.3 para D >=fyfr
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McGuire et al. [13]
BS 5950 [9] (W200x46)
ASCE [12]
fr/fy  = 0,5
Superfícies de resistência(Mpr/Mp)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
(Mer/Mp)
Superfície de Início
de escoamentoigura 2. a) Distribuic¸ ão das tensões residuais nos perﬁs recomendada pelo ECCS;
) forc¸ as e deslocamentos nodais do elemento ﬁnito no sistema corrotacional.
. Modelagem numérica
As análises estruturais realizadas neste trabalho foram fei-
as através do sistema computacional CS-ASA [11]. Para atender
os objetivos propostos, o código foi expandido com novas
mplementac¸ ões e possibilidades de análise estrutural. Nesta sec¸ ão
presenta-se a modelagem numérica para análise inelástica e as
rincipais intervenc¸ ões propostas nesta pesquisa.
.1. Hipóteses assumidas
As seguintes hipóteses são consideradas na modelagem das
struturas:
todos elementos são inicialmente retos e prismáticos, e suas
sec¸ ões transversais permanecem planas após a deformac¸ ão;
os perﬁs são compactos de forma que a sec¸ ão possa desenvol-
ver capacidade total de rotac¸ ão plástica sem que haja ﬂambagem
local;
grandes deslocamentos e rotac¸ ões de corpo rígido são permiti-
dos;
encurtamento axial devido à curvatura oriunda de ﬂexão no
membro é desprezado;
os efeitos de deformac¸ ão por cortante serão desprezados.
Utiliza-se o elemento ﬁnito de pórtico plano delimitado pelos
ontos nodais i e j, com molas ﬁctícias nas extremidades. Esse
lemento é apresentado na ﬁgura 2b considerando o sistema cor-
otacional. Nessa mesma  ﬁgura pode ser visto o parâmetro , que
stá associado com o nível de plastiﬁcac¸ ão nos nós e será detalhado
 seguir.
.1.1. Formulac¸ ão inelástica
Assume-se que o desenvolvimento da plasticidade nos mem-
ros estruturais seja simulado através de uma  pseudomola com
igidez rotacional variável. Para acompanhar a degradac¸ ão da rigi-
ez da sec¸ ão transversal nos pontos nodais do elemento utiliza-se o
arâmetro , que assume valor unitário quando o elemento está no
egime elástico e se anula quando ocorre a formac¸ ão de uma rótula
lástica. Considerando esse parâmetro, a rigidez da mola denotada




1 − (9)Figura 3. Superfícies de início de escoamento e de resistência plástica.
em que E é modulo de elasticidade, I é o momento de inércia e L é
comprimento do elemento de viga-coluna.
A expressão usada para deﬁnir  é [3]:
  =
∣∣Mpr − M∣∣∣∣Mpr − M∣∣+ ∣∣M − Mer∣∣ (10)
sendo Mer o momento de início de escoamento e Mpr  o momento
de plastiﬁcac¸ão. O momento de início de escoamento é dado por:
Mer =
(
fy − fr − P/A
)
W (11)
no qual fy é a tensão de escoamento, fr é a tensão residual, A é a
área da sec¸ ão e W é o módulo elástico da sec¸ ão. A tensão residual, fr,
deve ser adotada seguindo recomendac¸ ões normativas, conforme
foi descrito na subsec¸ ão 2.3.
O momento de plastiﬁcac¸ ão é deﬁnido conforme a escolha da
superfície de resistência a ser utilizada. As superfícies adotadas
neste trabalho foram detalhadas na subsec¸ ão 2.1 e são ilustradas
em conjunto com a superfície de início de escoamento na ﬁgura 3.
Para o elemento ilustrado na ﬁgura 2b, a relac¸ ão forc¸ a-










0 Ssi − S2si(kjj + Ssj)/  ˇ (SsiSsjkij)/ˇ








⎭ ou fc = Kcuc (12)sj
sendo  ˇ = (Ssi + kii)(Ssj + kjj) − kjikij. Os subscritos i e j são relacio-
nados às extremidades do elemento e o subscrito c indica o sistema
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Tabela 1
Parâmetros da eq. (16)
Rótula plástica Parâmetros
C1 C2 1 2
Extremidade i 0 1 Mpr(i) Mpr(i) (kc(3,2)/kc(2,2))




































Notac¸ ão adotada para o módulo de elasticidade tangente
Notac¸ ão Descric¸ ão/Equac¸ ão
Et0 Módulo de elasticidade E
E AISC [8] e CRC [14]: equac¸ ões (5) e (6)
ﬁgura 4b. Os valores obtidos para a carga horizontal de colapsoExtremidades i e j 0 0 Mpr(i) Mpr(j)
e coordenadas utilizado; A é a área da sec¸ ão transversal; L é o com-
rimento do elemento; P  e M são, respectivamente, o esforc¸ o
ormal e o momento ﬂetor incrementais;   e   são os incre-
entos de deformac¸ ão axial e rotac¸ ão nodais.
Os termos kii, kij, kji e kjj são responsáveis por simular os efeitos
e segunda ordem que, neste trabalho, são deﬁnidos como [16]:











endo I o momento de inércia. Para atender o objetivo proposto
este trabalho foram utilizadas as equac¸ ões para o módulo tangente
ndicadas por Ziemian e McGuire [5], que dependem do esforc¸ o nor-
al  e também do momento de ﬂexão em torno do eixo de menor
nércia. Como o momento é avaliado nas extremidades i e j do
lemento ﬁnito (ﬁgura 2b), os termos provenientes da matriz de
igidez elástica na equac¸ ão (13) são recalculados considerando que
 módulo tangente varia linearmente ao longo do comprimento do











om Et,i e Et,j representando o módulo tangente modiﬁcado nas
xtremidades i e j, respectivamente.
Usando func¸ ões de interpolac¸ ão apropriadas, os coeﬁcientes kii,



























A equac¸ ão (12) é válida até as forc¸ as internas atingirem a resis-
ência plástica da sec¸ ão. Daí em diante, com a sec¸ ão já plastiﬁcada,
 aumento de esforc¸ o normal, por exemplo, faz com que a resistên-
ia da sec¸ ão se torne menor que as forc¸ as que nela atuam. Assim
endo, uma  alterac¸ ão na relac¸ ão forc¸ a-deslocamento é necessária
ara que as equac¸ ões de resistência plástica da sec¸ ão não sejam

























⎭ ou fc = Kchuc + fps (16)
a qual K22 = kc(2,2) − kc(2,3)kc(3,2)/kc(3,3) e K33 = kc(3,3) − kc(2,3)kc(3,2)/
c(2,2), sendo kc(m,n) o termo correspondente à linha m e à coluna
 na matriz de rigidez Kc (equac¸ ão 12). O vetor fps é o vetor de
orrec¸ ão dos esforc¸ os internos e os coeﬁcientes C1, C2, 1 e 2 são
eﬁnidos na tabela 1 de acordo com a extremidade onde se forma
 rótula plástica.
Na tabela 1 Mpr indica a reduc¸ ão necessária no momento ﬂetor
, para que o mesmo  retorne à superfície de resistência, mantendot1
Et2 CRC [14]: equac¸ ão (6)
Et3 Ziemian e McGuire [5]: equac¸ ões (7) e (8)
o esforc¸ o normal P ﬁxo. A transformac¸ ão das equac¸ ões (12) e (16)
para o sistema global de coordenadas é detalhada em Silva [11].
4. Soluc¸ ão numérica
No contexto do método dos elementos ﬁnitos, a condic¸ ão de
equilíbrio dos problemas estruturais inelásticos estudados neste
trabalho pode ser expressa como:
Fi(U, P, ) ∼= Fr (17)
em que Fi refere-se ao vetor de forc¸ as internas, que é uma  func¸ ão
não linear dos deslocamentos nodais U, e também depende dos
esforc¸ os normais nos membros, P, e do parâmetro que controla a
plastiﬁcac¸ ão da sec¸ ão, . O lado direito caracteriza o vetor de forc¸ as
externas, no qual  é o parâmetro de carga e Fr é o vetor de
forc¸ as externas de referência.
A soluc¸ ão da equac¸ ão (17) é obtida neste trabalho através de
um processo incremental e iterativo. Esse processo é organizado
em 2 etapas fundamentais: primeiramente, a partir da última
conﬁgurac¸ ão de equilíbrio da estrutura, monta-se a matriz de rigi-
dez tangente K e seleciona-se o incremento inicial de carga 0,
onde se procura satisfazer alguma equac¸ ão de restric¸ ão imposta ao
problema. Com o valor de 0, determina-se o incremento inicial
dos deslocamentos nodais, U0. Os valores de 0 e U0 carac-
terizam a chamada soluc¸ ão predita que, a princípio, não satisfaz a
equac¸ ão (17), pois Fi é uma  func¸ ão não linear dos deslocamentos.
Por isso, numa segunda etapa, é feita a correc¸ ão dessa soluc¸ ão pre-
dita através do processo iterativo de Newton-Raphson acoplado às
técnicas de continuac¸ ão, como o comprimento de arco [17].
5. Exemplos numéricos
Nesta sec¸ ão avalia-se a eﬁcácia das estratégias numéricas ado-
tadas na análise inelástica de colunas e pórticos de ac¸ o com ﬂexão
em torno do eixo de menor inércia. Para facilitar a apresentac¸ ão
dos resultados, usa-se a notac¸ ão simpliﬁcada indicada na tabela 2
para se referir aos diferentes modelos que descrevem a variac¸ ão
do módulo de elasticidade tangente com as forc¸ as internas. O
uso do módulo de elasticidade constante é possível, e também está
indicado.
5.1 Coluna engastada-livre
Seja a coluna engastada-livre submetida a uma carga vertical
permanente P e uma  carga horizontal variável H aplicada no plano
da sec¸ ão transversal, perpendicularmente ao eixo de menor inércia,
conforme ilustra a ﬁgura 4a. Esse exemplo também foi analisado por
Zubydan [6] para validar suas formulac¸ ões numéricas.
Investigou-se o comportamento da coluna para 3 níveis do
carregamento permanente P: 20%, 40% e 60% da carga axial de esco-
amento, Py. Controlando o deslocamento horizontal u no topo da
coluna foram obtidas as trajetórias de equilíbrio apresentadas nasão sumarizados na tabela 3 para os diferentes modelos de módulo
tangente e níveis de carregamento.
Para validar os resultados encontrados são empregadas soluc¸ ões
obtidas por Zubydan [6], que utilizou o método da zona plástica.As




Perfil W12 x 106
E = 200000 MPa
fy = 275 MPa
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Figura 4. a) Coluna engastada-livre; b) trajetórias de equilíbrio para a coluna engastada-livre.
Tabela 3
Valores obtidos para a carga horizontal de colapso H
Módulo de elasticidade tangente Carga de colapso H (kN)
P/Py = 0,2 P/Py = 0,4 P/Py = 0,6
Et0 88,50 61,44 29,72










































Zubidan [6]: zona plástica








0 0,04 0,08 0,12 0,16
P/Py = 0,4
P/Py = 0,2
Et2 88,50 61,44 28,18
Et3 81,88 41,97 9,69
ensões residuais foram estabelecidas seguindo o modelo de
ariac¸ ão recomendado pelo European Convention for Construc-
ion Steelwork (ECCS) [15]. A superfície de resistência proposta
or McGuire et al. [13] foi escolhida e os resultados foram obtidos
ariando o modelo representativo do módulo tangente.
Analisando as trajetórias encontradas e os valores obtidos na
abela 3, pode-se concluir que o módulo tangente Et3 é o mais
ﬁcaz na previsão da carga limite. Os outros modelos superesti-
am  a carga limite, principalmente para os valores mais elevados
a relac¸ ão P/Py. Sendo assim, mantendo o módulo tangente Et3
oi feita outra análise variando-se as superfícies de resistência. Os
esultados obtidos estão representados na ﬁgura 5. Como pode ser
onstatado, os resultados são bem próximos para as 3 superfícies
e resistência estudadas.
.2 Coluna biapoiada
Neste exemplo avalia-se uma  coluna biapoiada com uma  carga
xial permanente P e momento ﬂetor variável atuando nas 2 extre-
idades, conforme ilustra a ﬁgura 6a. A ﬂexão da coluna ocorre em
orno do eixo de menor inércia. Dez elementos ﬁnitos são usados
a discretizac¸ ão da coluna. Os dados do material e da sec¸ ão trans-
ersal também são mostrados na ﬁgura 6a. Nas análises, utiliza-se
 superfície de resistência recomendada pela norma BS 5950 [9]
 é adotada a variac¸ ão linear da tensão residual indicada no ECCS
15].As curvas de interac¸ ão entre momento ﬂetor e esforc¸ o normal
btidas para essa coluna são ilustradas na ﬁgura 6b. O estudo foi
eito considerando o parâmetro de esbeltez L/ry (sendo L o com-
rimento da coluna e ry o raio de girac¸ ão) igual a 40, 80 e 120.Figura 5. Trajetórias de equilíbrio para diferentes superfícies de resistência.
São feitas análises adotando os módulos tangentes Et1 e Et3. Com a
ﬁnalidade de validar os resultados, empregam-se soluc¸ ões analíti-
cas desenvolvidas por Kanchanalai e Lu [10] e soluc¸ ões numéricas
indicadas por Zubidan [6]. Observa-se que, para L/ry = 120, ao se
utilizar o módulo tangente Et1, obtém-se uma  curva de interac¸ ão
quase coincidente com a soluc¸ ão analítica. Porém, para parâme-
tros de esbeltez menores, a resistência da coluna é superestimada.
Por sua vez, o módulo tangente Et3, em todas as situac¸ ões, fornece
curvas conservadoras em relac¸ ão à soluc¸ ão analítica, e mais exatas
















Kanchanalai e Lu [10]: solução analítica











Perfil UC 305 x 305 x 158
E = 200000 MPa
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Figura 6. a) Coluna biapoiada; b) curvas de interac¸ ão da coluna biapoiada com momento nas 2 extremidades.
E = 200000 MPa








Vigas: flexão em torno do eixo
de maior inércia 
Colunas: flexão em torno do eixo
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Figura 8. Trajetórias de equilíbrio do pórtico de 2 andares.
Tabela 4




Et2 0,98114,63 m6,10 m
Figura 7. Pórtico de 2 andares: geometria e carregamento.
uando comparadas à soluc¸ ão obtida por Zubidan [6], que usou o
étodo da zona plástica.
.3 Pórtico de 2 andares
O pórtico de 2 andares mostrado na ﬁgura 7 foi analisado por
iemian e Miller [18] através dos métodos da rótula plástica e
ona plástica. O pórtico está submetido a cargas uniformemente
istribuídas que atuam nas vigas. Informac¸ ões sobre a geometria,
 material e os perﬁs utilizados também são fornecidos na ﬁgura
ndicada. Adotaram-se 4 elementos ﬁnitos em cada membro estru-
ural.
Na ﬁgura 8 é mostrada a variac¸ ão do deslocamento horizontal t
o topo da terceira coluna à direita com o carregamento. Adotou-
se a superfície da norma BS 5950 [9]. A comparac¸ ão é feita com
s resultados obtidos por Ziemian e Miller [18] com o programa
IFA [1]. Ressalta-se, mais uma  vez, a eﬁciência do módulo Et3 na
imulac¸ ão do comportamento inelástico do pórtico de 2 andares,
roduzindo resultados bastante próximos daqueles obtidos com o
étodo da zona plástica. O fator de carga limite encontrado em
ada caso analisado é apresentado na tabela 4.
Utilizando o módulo tangente Et3 também se obteve a variac¸ ão
as forc¸ as internas (esforc¸ o normal e momento ﬂetor) desenvol-
idas nas sec¸ ões transversais da estrutura durante o processo de
arregamento, como ilustra a ﬁgura 9. As sec¸ ões escolhidas são
ostradas nessa mesma  ﬁgura. Analisando os resultados, nota-se
ue na sec¸ ão a (viga) apenas o momento ﬂetor é predominante.Et3 0,868
Zona plástica [1] 0,860
Na sec¸ ão b (coluna) tanto o momento ﬂetor quanto o esforc¸ o
normal contribuem, evidentemente, para o desenvolvimento da
plastiﬁcac¸ ão. Em ambos os casos não há a formac¸ ão da rótula plás-
tica.





































Figura 9. Distribuic¸ ão de forc¸ as internas nas sec¸ ões a e b do pórtico.
5 m
5 m








































20λ KNFigura 10. Pórtico trelic¸ ado: geometria e carregamento.
.4 Pórtico trelic¸ ado
O último problema a ser analisado é ilustrado na ﬁgura 10. Trata-
se de um pórtico trelic¸ ado que será referido, aqui, simplesmente
omo trelic¸ a, embora os nós sejam rígidos. O carregamento aplicado
 a geometria da estrutura também são mostrados na ﬁgura 10.
odos os membros da trelic¸ a estão orientados na direc¸ ão do eixo de
enor inércia. Os perﬁs que a compõem, bem como a tensão
e escoamento em cada um dos membros, são informados na
abela 5. Assume-se o módulo de elasticidade igual a 200.000 MPa.
Seguindo o estudo feito por Clarke [1] avalia-se a trelic¸ a geo-
etricamente imperfeita com tensões residuais. A deﬁnic¸ ão da
abela 5
ropriedades dos membros estruturais da trelic¸ a
Membro Perﬁl Tensão de escoamento
A e D 250 UC 72,9 250 MPa
B  e C 200 UC 52,2 250 MPa
E,  F e H 100 UC 14,8 260 MPa
G  e I 150 UC 23,4 260 MPaFigura 11. Pórtico trelic¸ ado com imperfeic¸ ões geométricas iniciais.
geometria imperfeita desse sistema estrutural trelic¸ ado segue o
modelo proposto por Clark [1], em que é assumida uma  ﬂecha
máxima 0 = L/1.000 no centro de cada membro estrutural, como
ilustra a ﬁgura 11. Destaca-se, entretanto, que essa deﬁnic¸ ão de
imperfeic¸ ão localizada de cada barra não corresponde o modo
crítico de ﬂambagem do sistema estrutural em estudo. Deve-
-se também esclarecer que a representac¸ ão das imperfeic¸ ões na
ﬁgura 11 está exagerada para facilitar a sua visualizac¸ ão. Adota-se
a curva de resistência da norma BS 5950 [9] e as tensões residuais
seguindo a variac¸ ão linear recomendada pelo ECCS [15], citada na
subsec¸ ão 2.3. As trajetórias de equilíbrio encontradas são obtidas
controlando o deslocamento vertical v do nó central inferior, como
mostra a ﬁgura 12.
Observa-se que, para fatores de carga inferiores à unidade, as
trajetórias obtidas com os 4 modelos do módulo tangente coin-
cidem e estão próximas da curva encontrada por Clarke [1]. Para
valores superiores, o resultado obtido com o módulo Et3 comec¸ a
a divergir, fornecendo um fator de carga mais conservador. Aliás,
como os módulos tangentes Et0, Et1 e Et2 forneceram curvas idênti-
cas, conclui-se que não houve variac¸ ão do módulo de elasticidade
G.A. Gonc¸ alves et al. / Rev. int. métodos num
806040200

























Et0 (λlim = 1,90)
Et1 (λlim = 1,90)
Et2 (λlim = 1,90)
Et3 (λ lim= 1,77 )







































[17] M.  Ritto-Correa, D. Camotim, On the arc-length and other quadratic controlFigura 13. Plastiﬁcac¸ ão da sec¸ ão transversal.
essas análises. Assim, creditam-se os bons resultados obtidos com
s mesmos à considerac¸ ão explícita das tensões residuais.
Para concluir, avaliou-se o grau de plastiﬁcac¸ ão dos membros
a estrutura no instante de colapso, como ilustrado na ﬁgura 13.
 grau de plastiﬁcac¸ ão estabelece uma  informac¸ ão útil referente
 localizac¸ ão de sec¸ ões críticas ou regiões com alto grau de
lastiﬁcac¸ ão nos sistemas estruturais [11]. Esse índice é calculado






, para Mer≥M≥Mpr (18)
endo Mer o momento de início de escoamento e Mpr o momento
lástico reduzido, já explicados na subsec¸ ão 3.2. Na ﬁgura 13,
bserva-se que a trelic¸ a imperfeita atinge a carga crítica sem o
esenvolvimento de rótulas plásticas. Porém, há sec¸ ões que são
ndicadas nos círculos hachurados que apresentam alto índice de
lastiﬁcac¸ ão.
. ConclusõesNo presente trabalho foram apresentadas metodologias
ue permitem a modelagem do comportamento inelástico de
struturas de ac¸ o, com destaque para situac¸ ões onde ocorre a
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ﬂexão do membro em torno do eixo de menor inércia. Os efei-
tos de segunda ordem e das tensões residuais também foram
considerados.
Após a análise das estruturas aqui apresentadas, conclui-se que
a utilizac¸ ão de superfícies de resistência especíﬁcas para represen-
tar o estado limite da sec¸ ão transversal [9,12,13], em combinac¸ ão
com o módulo tangente proposto por Ziemian e McGuire [5]
(equac¸ ão 7), é eﬁciente e necessária. Essa aﬁrmac¸ ão se justiﬁca,
pois, em geral, os resultados obtidos estiveram em concordância
com as soluc¸ ões analíticas ou numéricas encontradas na literatura.
Os bons resultados obtidos com o módulo tangente supraci-
tado [5], que varia com a forc¸ a normal e momento ﬂetor em torno
do eixo de menor inércia, ﬁcaram evidentes através da análise
das trajetórias de equilíbrio e curvas de interac¸ ão das estruturas
investigadas. Houve uma  melhoria considerável na precisão dos
resultados em relac¸ ão às análises feitas com outros modelos para
esse módulo, que em geral superestimaram a carga crítica da estru-
tura.
Por ﬁm,  o êxito nos resultados obtidos garante a possibilidade
de se realizar uma  análise inelástica conﬁável e realística seguindo
os procedimentos numéricos propostos.
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